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Streszczenie: W artykule przedstawiono przyktad zachowania chaotycznego w wybranym
fragmencie sieci elektroenergetycznej zamodelowanej nieliniowym uktadem réwnan réz-
niczkowych. Artykut omawia najistotniejsze aspekty identyfikacji zachowan chaotycznych
w systemie na podstawie zarejestrowanego przebiegu czasowego tylko jednej zmiennej
stanu bez znajomos$ci wymiaru rzeczywistej przestrzeni fazowe;.

Stowa kluczowe: chaos, mapa Poincarego, wymiar zanurzenia, wykfadnik Lapunowa.

Abstract: The article presents an example of chaotic behavior in a selected piece of the
power network modeled by nonlinear system of differential equations. This article also
discusses the most important aspects of identifying chaotic behavior in a system, based on
only the recorded time course of one state variable without knowing the real dimension of
the phase space.

Keywords: chaos, Poincare map, embedding dimension, Lyapunov exponent.

1. WSTEP

Nieregularna i nieprzewidywalng ewolucje nieliniowych ukladéw dynamicznych
przyjgto nazywac chaosem. Charakterystyczng cecha takiego stanu jest fakt, ze
uktad nie powtarza nawet w przyblizeniu swoich zachowan. Stan chaotyczny moze
wystapi¢ w wielu uktadach technicznych, opisanych ukladem réwnan nielinio-
wych, czesto nieposiadajacym rozwiazania analitycznego. Uktady te sa najczesciej
wrazliwe, czyli niewielka zmiana jakiegokolwiek parametru moze mie¢ wplyw na
wynik koncowy. Stwarza to dodatkowe problemy zwiazane z konieczno$cia roz-
wigzywania tych rownan metodami numerycznymi (a wigc przyblizonymi). Biorac
pod uwagg, ze liczba ma swoja ograniczona reprezentacj¢ w maszynie cyfrowej
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w postaci okreslonej liczby cyfr (np. w programie Mathcad 17 cyfr), nalezy si¢
spodziewaé trudno$ci w osiagnigciu wymaganej doktadnosci przy rozwiazywaniu
takich wrazliwych uktadéw. Teoria chaosu osiagneta szybki rozwdj, wykorzystujac
uktady dynamiki nieliniowej, ktére mozna opisa¢ réwnaniami analitycznymi.
Rozwoj ten widoczny jest szczegolnie w przypadku uktadow z trzema zmiennymi
stanu, co jest jeszcze interpretowalne graficznie [Milos i Schreiber 1991; Schuster
1997; Hirsch, Smale i Devaney 2004]. Woéwczas tatwo mozna jako kryterium
jako$ciowe identyfikacji chaosu zastosowac jedno z podawanych przez Schustera:

e chaotyczny wyglad przebiegu czasowego (orbity);

e szerokopasmowy szum w widmie mocy;

e zanik funkcji autokorelacji;

e wypehiona przestrzen mapy Poincarego.

Wsrdd kryteriow jakosciowych nie moze zabraknaé pojecia atraktora, rozu-
mianego jako obszar w przestrzeni fazowej, ktory jest asymptotycznie osiagalny
przez trajektorig. O chaotyczno$ci $wiadczy subiektywny ksztalt atraktora, zwanego
dziwnym.

Oprocz wskaznikoéw jakosciowych w teorii chaosu definiuje si¢ szereg wskaz-
nikow ilo§ciowych, takich jak: wyktadnik Lapunowa, entropia, wymiar pojemno-
$ciowy, wymiar korelacyjny itp. Najczesciej wykorzystywany do identyfikacji
stanu chaosu jest tzw. wyktadnik Lapunowa A(x,), definiowany jako miara odda-
lania si¢ punktow, réwna po n iteracjach wartosci okreslonej w (1):

P10+ A= () =8, = Ae™ 0

W postaci jawnej wspotczynnik A(xo) mozna wyznaczy¢ po prostych przeksztat-
cenia (1) do postaci (2) [Schuster 1997]:

1 n
lim > In| /" (5, )| =2(x,) @)
k=1

Wzér (2) tatwo jest zaimplementowa¢ w przypadku obiektu opisanego ukta-
dem réwnan, a zwlaszcza w sytuacji jednowymiarowego odwzorowania [Peitgen,
Jiirgens 1 Saupe 1996; Baker i Gollub 1998]. Niestety, w ztozonych systemach np.
takich jak system energetyczny czy sie¢ okrgtowa, nie sposdb jednoznacznie
zamodelowa¢ rownaniami analitycznymi pracy takiego systemu z uwzglgdnieniem
chocby standw morza, co moze mie¢ rowniez wplyw na przebiegi pradow i napigc.
Woéwcezas wyktadniki Lapunowa mozna oszacowaé, stosujac rekonstrukcje prze-
strzeni fazowej metoda opdznien, polegajaca na odtworzeniu przestrzeni stanéw na
podstawie jednowymiarowego ciagu obserwacji.

W artykule przedstawiono przyktad zachowan chaotycznych, wystepujacych
W rzeczywistym systemie energetycznym pracujacym w warunkach ferrorezonansu.
Zaprezentowano wyniki symulacji obwodu (do ktérego zredukowano system),

108 Scientific Journal of Gdynia Maritime University, No. 103, March 2018



Wybrane aspekty analizy danych pomiarowych ztozonego systemu energetycznego
pod katem zachowan chaotycznych

opisanego nieliniowym uktadem réwnan rozniczkowych oraz na ich podstawie
wyznaczono atraktory i portrety fazowe dla dwoch skrajnych przypadkow, dla
ktorych uktad pracowat stabilnie lub chaotycznie. Ponadto oméwiono najczegsciej
stosowana metode postgpowania przy rekonstrukcji przestrzeni fazowej, umozli-
wiajacej wyznaczenie widma wyktadnikow Lapunowa w sytuacji braku opisu
systemu rownaniami analitycznymi, wykorzystujac pomiarowy szereg czasowy
jednej zmiennej stanu.

2. PRZYKLAD ZACHOWAN CHAOTYCZNYCH W SIECI
ENERGETYCZNEJ

Jako przyktad wystgpowania zachowan chaotycznych w elektrotechnice mozna
wskaza¢ wybrane wyniki analizy modelu systemu elektroenergetycznego w stanie
ferrorezonansu.

Na rysunku 1 przedstawiono fragment takiego systemu zasilajacego nieobcia-
zony transformator tréjfazowy przy przerwie w jednej fazie.

a) b)

Rys. 1. System energetyczny: a) fragment systemu,
b) zredukowany do dwuoczkowego obwodu

Fig. 1. Power system: a) power system, b) reduced to the circumferential circuit

Z kolei uwzgledniajac pojemnosci migdzyfazowe i doziemne, uktad mozna
sprowadzi¢ do prostego, aczkolwiek nieliniowego, dwuoczkowego obwodu (rys. 1b).
Przypadek zachowan chaotycznych dla stanu ferrorezonansu byt szczegoétowo
prezentowany [Araujo, Marti i Soudack 1993; Jankowski 2015]. W poczatkowych
rozwazaniach charakterystyke magnesowania transformatora aproksymowano za
pomoca wielomianu 3. stopnia, co prowadzito do opisu obwodu z rysunku la
rownaniem Duffinga. Jednak w dalszych badaniach wykazano, ze doktadniejszym
odwzorowaniem elementu nieliniowego rozpatrywanego ukladu bedzie aproksy-
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macja wielomianem stopnia n=11 [Araujo, Marti i Soudack 1993]. Parametry
wystepujace w obwodzie z rysunku 1b zaleza od rodzaju mocy transformatora
i linii zasilajacej oraz jej dtugosci.

Parametry, ktdre przyjeto dla przeprowadzenia badan symulacyjnych w $rodo-
wisku Mathcad, przedstawiono w tabeli 1. Uwzgledniajac nieliniowa charakterys-
tyke magnesowania i, = a'¥¥ + b¥", obwdd z rysunku 1 opisuje uktad rownan (3),
ktéry po sprowadzeniu do postaci normalnej mozna bezposrednio zastosowaé do
procedury, np. Rkfixed.

@z—uCﬁLe(t)

dt (3)
1dep . du

———L - C—~=—ap-by"

Rar a0

Tabela 1. Parametry dla obwodu ferrorezonansowego z rys.1

Table 1. Parameters for the ferro-resonant circuit shown in Fig. 1

e(t) = E,sin(wt) a[A/Wb] b[A/Wb'!] C[nF] R[Q]

E,=0.135/13.5kV | 2.8x107 7.2x107 1250.77 10%°

Uzyskany w wyniku symulacji przebieg strumienia przy zasilaniu niskim
napigciem o amplitudzie 135V (rys.2) charakteryzuje si¢ powtarzalnoscia
pomimo odpowiedzi niesinusoidalne;.

1 T T T

=05 n

[s]
Rys. 2. Przebieg strumienia dla niskiego napiecia zasilania Em = 135 V

Fig. 2. Flux course for low power supplying Em = 135 V
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Podobna regularnoscia charakteryzuja si¢ przebiegi pradu i napigcia konden-
satora z rysunku 3.

6x107° 30

41073
iy
21073
f

2 ie® of

—2x1073

—4x1073

—6x107° -30
0 0.1 0.2 03

Rys. 3. Przebieg pradu i napiecia kondensatora dla niskiego napiecia zasilania Em =135 V

Fig. 3. Current waveform and capacitor voltage for low power supply Em = 135 V

Na rysunku 4 przedstawiono konstrukcje trajektorii fazowej oraz strobosko-
powej mapy Poincarego dla zmiennej napigcie — pochodna napigcia kondensatora
(czyli po pomnozeniu przez C prad kondensatora). Jak wida¢, cecha charakte-
rystyczng mapy Poincarego dla tego przypadku jest jej ksztalt w postaci krzywej
zamknigte;j.

ie(t) o-

—2x107 3

—ax107

3 1 1 1 - =30 =20 -10 0 10 20 30
—6x10
—40 -20 0 20 40 ue(t)

Rys. 4. Portret fazowy i mapa Poincarego napiecia kondensatora dla Em = 135V

Fig. 4. Phase portrait and Poincare map for the capacitor voltage Em = 135 V

Z kolei przy zmianie napigcia zasilania do wartosci amplitudy Em = 13,5 kV
przebiegi zardwno strumienia, jak i pradu i napigcia kondensatora nie charakte-
ryzuja si¢ taka regularnoscia (brak powtarzalnosci) (rys. 5, 6). Tym razem mapa
Poincarego lepiej odzwierciedla ten stan, ktéry mozna uzna¢ za chaotyczny, gdyz
punkty tej mapy wypetniaja pewien obszar (rys. 7) [Schuster 1997].
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Rys. 5. Przebieg pradu i napiecia kondensatora dla napiecia zasilania Em = 13,5 kV

Fig. 5. Current waveform and capacitor voltage for power supply Em = 13,5 kV
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Rys. 6. Przebieg strumienia dla napiecia zasilania Em = 13,5 kV

Fig. 6. Flux course for power supplying Em = 13,5 kV
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Rys. 7. Portret fazowy i mapa Poincarego napiecia kondensatora dla Em = 13,5 kV

Fig. 7. Phase portrait and Poincare map for the capacitor voltage Em = 13,5 kV
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3. REKONSTRUKCJA PRZESTRZENI FAZOWEJ

Wiedza na temat wymiaru przestrzeni fazowej rozpatrywanego uktadu dynamicz-
nego jest bardzo pozadana, ale czgsto nieznana, zwlaszcza gdy dysponuje sig
pomiarem jednej zmiennej stanu wykonanym w ztozonym uktadzie [Kennel, Brown
i Abarbanel 1992; Marwan i in. 2007] (np. elektroenergetyczny system okrgtowy).
Powstaje pytanie, czy majac do dyspozycji wyniki pomiarowe jednej zmiennej stanu
mozna odtworzy¢ atraktor. Idea taka, zwana metoda opdznien, zostata przedstawiona
w pracach Packarda i Takensa, a opiera si¢ na fakcie, iz kazda warto$¢ zmiennej dla
danej chwili (kroku) jest bezposrednio lub posrednio zalezna od pozostatych
zmiennych w kroku poprzednim. Dla zobrazowania skuteczno$ci tej metody
zastosowano ja do znanego dwuwymiarowego odwzorowania Henona.

Ponizej przedstawiono prosta procedurg, generujaca atraktor na podstawie
dwodch zmiennych. Jednocze$nie wygenerowano drugi atraktor, korzystajac tylko
Z rozwiazania zmiennej x, przy czym na jednej osi jest oryginalny szereg x;,
a na drugiej — szereg opdzniony x;;;. Jak wida¢ na rysunku 8, uzyskane atraktory
zachowuja znaczace podobienstwo. Atraktor uzyskany w powyzszy sposéb na
podstawie jednego szeregu nazywa si¢ zrekonstruowanym atraktorem (lub zrekon-
struowana przestrzenia fazowa). Jego fundamentalna cech¢ stanowi jednakowy
wymiar fraktalny i te same warto$ci wyktadnikow Lapunowa, co w rzeczywistej
przestrzeni fazowej [Ruelle 1989].

Procedura odwzorowania Henona:

i:=0..10000 a:=1.4 b:=103

X0 (0.1) Xit+1 1+ yi—a-(xi)2
vo) \02 Viel ) boxj

Xj or T Xj o -

_ 1 1 1 | | |

04 02 0 0.2 0.4 -2 > 0 | 5

yi
! Xit+1

Rys. 8. Atraktor Henona: a) rzeczywisty, b) zrekonstruowany

Fig. 8. Henon atractor: a) original, b) reconstructed
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W literaturze przedmiotu mozna znalez¢ wiele przyktadow atraktoréw dla
uktadow trzech zmiennych (tj. majacych interpretacje graficzng), zrekonstruo-
wanych na podstawie jednej zmiennej stanu x(¢), tworzac dla kazdej chwili
czasowej nastgpujacy zbior punktow x(7), x(¢+7), x(¢+27) [Milnor 1985; Eckman
iin., 1986; 1987; Abarbanel, Brown i Kadtke 1990; Marwan i in. 2007]. Niestety,
w praktyce wykonujac pomiar jednej wielkoS$ci, najczesciej nie wiadomo doktad-
nie, jaki jest wymiar przestrzeni fazowej, a dla zlozonych uktadow (np. sieci
energetycznej) moze by¢ duzo wigkszy od wartosci interpretowalnej graficznie.

Aby zrekonstruowaé przestrzen fazowa, wykorzystuje si¢ metode fatszywych
sasiadow [Packard i in. 1980] (oparta na metodzie opoznien) albo metode sta-
bilizacji wymiaru korelacyjnego [Kantz 1994]. Zaklada sig, ze dysponujemy
szeregiem czasowym jednej zmiennej x; sktadajacym z N punktéw i=1...N.
W ramach rekonstrukcji tworzy si¢ macierz Y, skladajaca si¢ z tzw. wektorow
opdznien:

“)

Y =[x, Xitrop s Xit20p "'xi+(wz—1)op]

Wektory macierzy ¥ nazywane sa wz-historiami, gdzie wz z kolei okreslany

jest wymiarem zanurzenia (embedding dimension). Zakladajac, ze szeregi pomia-

rowe sa rejestrowane ze stalym krokiem czasowym Af, wymiarowe opdznienie

czasowe wynosi 7 = opAt, gdzie op mozna nazwaé bezwymiarowym opo6znieniem.

Poniewaz liczba punktéw pomiarowych jest réwna N, a kazdy szereg op6zniony

powstaje przez przesunigcie o liczbe iteracji réwna op < N, to warto zwrdcic¢

uwagg, ze liczba wierszy macierzy Y bedzie mniejsza anizeli N, jezeli wszystkie
szeregi x majg by¢ rownoliczne. Macierz ¥ po rozpisaniu ma postac:

xl x1+op xl+20p """ x1+( wz—1)op
x2 x2+op x2+20p """ x2+( wz—1)op
Yv[N—(wz—l)op]x[wz] = x x x x (5)
k k+op k+20p k+(wz—1)op
_xN—( wz—1)op xN—( wz—=2 )op xN—( wz=3)op """ xN i

Powyzsza rekonstrukcja przestrzeni fazowej (dla nieznanego atraktora o nie-

znanym wymiarze, np. m) nazywana jest zanurzeniem poszukiwanego atraktora

w przestrzeni R"™. Zgodnie z twierdzeniem o zanurzeniu wedtug Takensa, jezeli:
wz22m+1, to zrekonstruowana wz — wymiarowa przestrzen fazowa bedzie
topologicznie rOwnowazna z przestrzenig oryginalna, co oznacza niezmienniczo$¢
wymiaru entropii i spektrum wyktadnikow Lapunowa obu atraktorow. Warunkiem
wiarygodnego zrekonstruowania atraktora jest odpowiedni dobor wymiaru zanu-
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rzenia wz i czasu opoOznienia op. Jest oczywiste, ze bezwymiarowy czas opdznienia
jest liczbg catkowita z przedzialu <1;N ). Jednak warto$¢ ta nie moze by¢ zbyt

mala, gdyz wspotrzedne danego wektora Y staja si¢ prawie rowne sobie. Z kolei,
jezeli op jest zbyt duze, to wspotrzedne sa tak daleko od siebie, Zze staja sig
nieskorelowane.

Wielu autoréw twierdzi, ze nie istnieje jednoznaczna metoda wyznaczania tych
parametrow [Peters 1997; Baker i Gollub 1998; Zeug-Zebro 2000; Miskiewicz-
Nawrocka 2012] i sugeruje, ze mozna je dobra¢ metoda prob i biedow.

3.1. Wybér opéznienia czasowego (op)

Jedna z podstawowych sugestii wyboru czasu opdznienia wedtug Frasera polega na
sprawdzeniu, czy szereg charakteryzuje si¢ jakakolwiek okresowos$cia oraz
przyjeciem wartosci op ,,hieco” mniejszej od tegoz okresu [Fraser i Swinney 1986].
Bardziej bezposrednie podejscie polega na wyznaczeniu zaleznosci korelacji
migdzy parami punktoéw, jako funkcji odstepu 7 pomigdzy nimi. Jezeli znajdzie sig
pierwsze miejsce zerowe tej funkcji (zy), to [Baker i Golub 1998] proponuja
przyja¢ czas opoznienia jako ,,umiarkowana” czgs¢ 7. Z kolei jeszcze czgSciej
stosowana metoda oszacowania czasu op opiera si¢ na wyznaczeniu tzw.
informacji wzajemnej, bgdacej miara prawdopodobienstwa, ze sasiednie punkty
danych x; oraz x;.,, nie sa zalezne statystycznie.

W tym celu bada si¢ funkcj¢, zwana funkcja $redniej informacji wzajemnej
(Average Mutual Information — AMI) [Baker i Golub 1998; Wysocki 2012]:
P(Xo = 'xi+op’Xi =xi+op) (6)

P =x) PX, =x_ )

i+op

AMl(op) = Z_P(X0 =x,X,, =x.,,) 1o

Jezeli funkcja AMI ma minimum lokalne, to czas opdznienia przyjmuje si¢ dla op”,
dla ktérej ta funkcja przyjmuje pierwsze minimum.

3.2. Wyboér wymiaru zanurzenia (wz)

Wsrdd réznych metod oszacowania wymiaru zanurzenia najczesciej opisywane sa
dwie. Jedna oparta jest na calce korelacyjnej wedlug algorytmu Grassbergera
i Procacciego, a druga to wspomniana metoda fatszywych sasiadow.

Calka korelacyjna wyraza prawdopodobienstwo znalezienia pary punktow
atraktora w ustalonej od siebie odlegtosci (np. €) (7):
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C,(op" ,wz,g) ="

YT
P )
2

Na podstawie (7) okreslany jest z kolei wymiar korelacyjny (8)

gdzie k = N-(wz-1)op".

log C,(op”,wz,€)

D, =limlim
£20 k> Zogg

®)

Sposob postepowania w algorytmie Grassbergera i Procacciego polega na
wyznaczeniu wymiaréw korelacyjnych dla wzrastajacych wartosci zaktadanych
wymlarow zanurzenia wz. Mmlmalnym (wystarczajqcym) wymiarem zanurzenia
jest wz', powyzej ktorego D¢ juz sie nie zmienia [Wysocki 2012]. Z kolei Peters
zamiast okreslac D¢ wprost ze wzoru (8) proponuje dokonac regresji liniowej dla
punktow o wspétrzednych: (x,y) = (log(C,),log(€))i na tej podstawie wyzna-
czy¢ wymiar korelacyjny, jako nachylenie prostej: y =D, -x+b[Peters 1997].

Nalezy podkresli¢, ze korzystanie z danych doswiadczalnych, obarczonych nawet
niewielkim szumem, moze zredukowaé przedziatl zaleznosci liniowej i spowo-
dowa¢ istotng niedoktadno$¢ oszacowania wymiaru zanurzenia. Z tego powodu
chetniej stosowanym sposobem oszacowania warto$ci minimalnego wymiaru
zanurzenia jest wspomniana metoda falszywych najblizszych sasiadow. Trzeba
okresli¢ wzgledna zmiang odleglto$ci pomigedzy dwoma réznymi punktami
atraktora YiWZH,YjW”l, zanurzonymi w przestrzeni R™*'i ich odpowiednikami

w R™ (9):

\/[d(yiwzﬂ)ijzﬂ)]Z_[d(KWZ,I/jWZ)]2
Rop*,wz = d(ijZ}ijZ) > Rlim

)

gdzie d(¥;",Y;"”*) — odleglos¢ euklidesowa.

Jezeli dla okreslonej granicznej warto$ci spetniona jest nierowno$¢ (9), to
oznacza, ze punkt ¥;** nie jest najblizszym sasiadem punktu ¥;** (jest falszywym
najblizszym sqsmdem) Wyznaczajac wykres liczby faiszywych sasiadow w fun-
kcji wymiaru zanurzenia wz, jako ,,optymalna” warto$¢ wz przyjmuje sie te, dla
ktorej liczba falszywych najblizszych sasiadow jest najmniejsza. Zagadnieniem
odrebnym (tu nieopisywanym) jest wybor wartoéci granicznej [Zeug-Zebro 2000].
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4. MAKSYMALNY WYKLADNIK LAPUNOWA

W sytuacji dysponowania jednym szeregiem czasowym bardzo trudno wyznaczy¢
jest cate widmo wyktadnikow Lapunowa ze wzgledu na niedostatek danych
[Kantz 1994; Peters 1997; Kantz i Schreiber 2004]. Mozliwe jest natomiast
wyznaczenie najwazniejszego z nich, mierzacego srednie tempo rozbieznosci
trajektorii, tj. najwigkszego wykladnika Lapunowa. Odleglo$¢ po n iteracjach
wystepujaca we wzorze (1) mozna przy znajomos$ci wymiaru zanurzenia i czasu
opOznienia otrzymanego w procesie rekonstrukcji przestrzeni fazowej, obliczy¢
wedtug nastepujacych formut [Zeug-Zebro 2000]:

= en o = — X. — X 10
n 0 M K i+n ij+n ( )

i=1

gdzie:
Xi; —J-ty (sposrod K) najblizszy sasiad trajektorii x;,
M = N-(wz-1)op — liczba punktéw trajektorii zalezna od wymiaru zanurzenia i czasu
opdznienia.

Nalezy zauwazy¢, ze po zlogarytmowaniu lewej czgsci (10) otrzymuje si¢ nastg-
pujace rownanie prostej:

In(A,)=In(A)+h, 1 (11)

Ostateczne wyznaczenie maksymalnego wyktadnika Lapunowa polega na wyzna-
czeniu punktow ((ln A,), n) i okresleniu wspolczynnika regresji Apay.

5. PODSUMOWANIE

Zagadnienia zwigzane z pojawianiem si¢ dziwnych nieregularnych zachowan
zarowno wynikow rozwiazania nieliniowych uktadow dynamicznych, jak i prze-
biegdw pomiarowych w réznych systemach, np. elektroenergetycznych, odnosi si¢
do chaosu, zwanego deterministycznym. Wskazniki definiowane dla determini-
stycznego chaosu sa istotne nie tylko dla identyfikacji niepozadanego stanu, ale
moga by¢ rowniez wykorzystane jako kryterium stabilno$ci badanego systemu
[Matyszko 2016]. W przypadku jednak wynikoéw pomiarowych nalezy pamigtac,
ze wielkos¢, ktora chcemy zmierzyé, moze by¢ obarczona nie tylko determinis-
tycznymi zakloceniami, ale réwniez szumem losowym, ktorego odfiltrowanie
moze by¢ nieskuteczne ze wzgledu na pasmo czgstotliwosci zblizone do pasma
sygnatu glownego.
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Przedstawiona metoda najblizszych sasiadow pozwala nie tylko na wyzna-
czenie wykladnikow Lapunowa, ale moze by¢ rowniez zastosowana do identyfi-
kacji czy badany przebieg nie zawiera takiego sygnatu losowego [Miskiewicz-
Nawrocka 2012]. Nalezy jednak podkresli¢, ze na warto$¢ wyznaczanego wyktad-
nika maja wplyw warto$ci parametrow zrekonstruowanej przestrzeni stanow
(wz,0p), liczba najblizszych sasiadow K oraz przyjeta metryka.

Jak podkresla wielu autoréw [Peters 1997; Baker i Golub 1998; Miskiewicz-
Nawrocka 2012], parametry te mozna tylko oszacowaé¢ wedlug roznych metod.
Na przyklad wedtug Petersa najlepsze opodznienie czasowe mozna okresli¢ jako
stosunek $redniego okresu orbitalnego (czasu, po ktérym zanika korelacja pomig-
dzy przebiegami czasowymi) i wymiaru pojemnosciowego.

Istnieje wiele procedur, ktére oferuja wyznaczanie maksymalnego wyktadnika
Lapunowa lub nawet widma, jezeli argumentami jest wigcej szeregow czasowych.
Wsrod najczesciej stosowanych wymieni¢ mozna procedury Wolfa, Rosensteina
oraz Eckmanna [Wolf i in. 1985; Eckmann i in. 1986; 1987; Rosenstein, Collins
i De Luca 1993]. Badanie przydatnosci tych dwodch ostatnich omoéwiono
w nastepnym artykule autorstwa Hallmanna i Jankowskiego.
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